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S u p p o s e we a r e f a c e d w i t h a s t r a n g e l y b e n t c o i n , a b o u t w h i c h we a r e r e l a t i v e l y i g n o r a n t , a n d a r e a s k e d t o d e t e r m i n e o u r d e g r e e o f b e l i e f i n t h e p r o po s i t i o n t h a t , when n e x t f l i p p e d , t h e c o i n w i l l l a n d h e a d su p .
A s p r o p e r B a y e s i a n s we a r e o b l i g a t e d t o s p e c i f y a p r ec i s e p r o b a b i l i t y f u n c t i o n t h a t a s s i g n s some v a l u e g, 0 2 E -< 1, t o t h i s p r o p o s i t i o n a n d t h e r e b y we a s s i g n a v a l u e 1-2 t o t h e c o n t r a d i c t o r y p r o p o s i t i o n t h a t t h e c o i n w i l l n o t l a n d h e a d s -u p . P r o f e s s o r S h a f e r r e m i n d s u s o f t h e o l d , b u t r e l e v a n t , p r o b l e m t h a t i f t h e m a g n i t u d e o f 2 s i g n i f i e s t h e s t r e n g t h o f o u r b e l i e f t h a t t h e c o i n w i l l l a n d h e a d s -u p , t h e n we c a n n o t u s e z e r o ( f o r E) t o r e p r e s e n t o u r i g n o r a n c e , s i n c e t h a t a s s i g n m e n t l e a d s t o a m a x i m a l l y s t r o n g b e l i e f t h a t t h e c o i n w o n ' t l a n d h e a d s -u p . B u t we p r o f e s s i g n o r a n c e a b o u t t h e c o i n ' s t e n d e n c y t o l a n d o n e way a s o p p o s e d t o some o t h e r .
An a l l t o o f a m i l i a r B a y e s i a n r e s p o n s e t o t h i s c h a l l e n g e c o n s i s t s i n c o n c e d i n g t h a t p o i n t a n d s o l v i n g t h e p r o b l e m b y a d o p t i n g a v e r s i o n o f t h e L a p l a c e a n p r i n c i p l e o f I n s u f f ic i e n t R e a s o n .
A d m i t t i n g t h a t t h e m a g n i t u d e o f t h e p r o b a b i li t y c a n n o t b e i n t e r p r e t e d t o r e f l e c t t h e w e i g h t o f t h e e v id e n c e s u p p o r t i n g t h e p r o p o s i t i o n ( t h a t i s , a g r e e i n g t h a t we c a n n o t a r g u e i g n o r a n c e i s e q u a t e d w i t h n o e v i d e n c e i s e q u a t e d w i t h n o s u p p o r t ) , s o m e B a y e s i a n s t r y t o f i n d a way o u t i n t e r m s o f t h e s y m m e t r i e s o f t h e p r e c i s e p r o b a b i l i t y f u n c t i o n u s e d t o r e p r e s e n t i g n o r a n c e . ' T h u s , j u s t i n c a s e E = 1 / 2 , t h e p r o b a b i l i t i e s a r e e q u a l f o r t h e t w o p o s s i b i l i t i e s : t h a t t h e b e n t c o i n l a n d s h e a d s -u p a n d t h a t i t d o e s n ' t , E q u a l l y f a m i l i a r a r e t h e t w o o b j e c t i o n s t h a t r e b u t t h i s a n s w e r .
(1) T h e s o l u t i o n i s a p r i o r i s t i c s i n c e i t c o n f l a t e s t h e c a s e o f i g n o r a n c e w i t h t h a t o f s i g n i f i c a n t b a c k g r o u n d k n o w l e d g e . F o r i n s t a n c e , i f t h e o n l y s e r i o u s p o s s i b i l i t i e s f o r a n o u t c o m e o f t h e f l i p a r e l a n d i n g h e a d s -u p o r l a n d i n g t a i l s -u p , t h e n t h e e q u a l p r o b a b i l i t y a s s i g n m e n t f a i l s t o d i s t i n g u i s h i g n o r a n c e f r o m t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e c o i n i s f a i r .
(
) T h e s o l u t i o n s g e n e r a t e d b y s y m m e t r y c o n s i d e r at i o n s a r e i n c o n s i s t e n t w i t h t h e p r o b a b i l i t y c a l c u l u s .
F o r i n s t a n c e , i f t h e s e r i o u s p o s s i b i l i t i e s f o r a n o u t c o m e o f t h e f l i p i n c l u d e l a n d i n g h e a d s -u p , l a n d i n g t a i l s -u p , a n d l a n d i n g o n e d g e , t h e n a b l i n d a p p l i c a t i o n o f t h e e q u a l p r o b a b i l i t y r u l e ( t o c a p t u r e i g n o r a n c e ) r e s u l t s i n a p r o b a b i l i t y o f 1 / 2 f o r e a c h o f t h e t h r e e a l t e r n a t i v e s w h e n , s e p a r a t e l y , e a c h i s c o m p a r e d t o i t s c o n t r a d i c t o r y , e . g . , l a n d i n g h e a d s -u p o r n o t l a n d i n g h e a d s -u p .
T h i s s e c o n d o b j e c t i o n b e c o m e s v e r y s e r io u s w h e n t h e p r o b l e m i s o f a c o n v e n t i o n a l s t a t i s t i c a l s o r t w i t h a c o n t i n u u m o f b a s i c a l t e r n a t i v e s .
$ . u n i f o r m ( e q u a l p r o b a b i l i t y ) d i s t r i b u t i o n w i t h r e s p e c t t o o n e p a r a m e t e r i z at i o n o f t h e c o n t i n u u m i s n o t u n i f o r m w i t h r e s p e c t t o a n e q u i v a l e n t n o n -l i n e a r l y t r a n s f o r m e d p a r a m e t e r i z a t i o n .
I b o t h e r t o r e h e a r s e t h i s o l d p r o b l e m w i t h y o u o n l y b e c a a s e t h e i n a d e q u a c i e s o f f i d u c i a l i
n f e r e n c e a r e o f a k i n d w i t h t h i s B a y e s i a n q u a n d a r y o v e r how t o r e p r e s e n t i g n o r a n c e i n a p r e c i s e p r o b a b i l i t y f u n c t i o n .
T h e f i d u c i a l a r g u m e n t w a s R . A . F i s h e r l s r e c i p e f o r s o l v i n g t h e i n v e r s e i n f e r e n c e p r o b l e m : i n f e r e n c e f r o m o b s e r v e d " s a m p l e " t o u n o b s e r v e d " p o p u l a t i o n " , w i t h o u t t h e u s e o f E a y e s i a n i n g r e d i e n t s , s u c h a s a B a y e s i a n " p r i o r " p r o b a b i l i t y f o r r e p r e s e n t i n g i g n o r a n c e L e o n a r d S a v a g e c h a r a c t e r i z e d F i s h e r ' s p l o y a s a n a t t e m p t t o make t h e B a y e s i a n o m e l e t t e w i t h o u t b r e a k i n g t h e B a y e s i a n e g g s : a n a t t e m p
t t o h a v e a p r e c i s e p o s t e r i o r p r o b a b i l i t y w i t h o u t a d m i t t i n g a p r e c i s e p r i o r p r o b a b i l i t y .
We c a n e a si l y u n d e r s t a n d w h a t g o e s w r o n g w i t h F i s h e r ' s f i d u c i a l a r g um e n t b y n o t i n g t h a t t h e s e r i o u s p a r a d o x e s s u r r o u n d i n g t h i s mode o f i n f e r e n c e ( p a r a d o x e s i n v o l v i n g s i m p l e o n e p a r a m e t e r p r o b l e m s ) s t e m f r o m a l t e r n a t i v e , m u t u a l l y i n c o m p a t i b l e r e pr e s e n t a t i o n s o f i g n o r a n c e . i t i s f o r r e a s o n s l i k e t h e s e t h a t I w e l c o m e t h e f i r s t b r e a k w i t h B a y e s i a n t h e o r y f o u n d i n P r o f e s s o r S h a f e r ' s b el i e f f u n c t i o n s .
By u s i n g n o n -a d d i t i v e m e a s u r e s we c a n a ss i g n a p r o b a b i l i t y o f z e r o t o e a c h a l t e r n a t i v e : l a n d i n g h e a d s -u p , l a n d i n g t a i l s -u p , e t c . ; y e t we n o t e t h a t some o n e o u t c o m e m u s t e v e n t u a t e b y a s s i g n i n g t h e v a l u e 1 t o t h e d i sj u n c t i o n o f a l t e r n a t i v e s .
I w e l c o m e t h i s b r e a k w i t h B a y e si a n t h e o r y f o r , r e l y i n g o n a r e i n t e r p r e t a t i o n o f P r o f e s s o r S h a f e r ' s t h e o r y i n t e r m s o f D e m p s t e r ' s o r i g i n a l p o s i t i o n , t h e n o n -a d d i t i v e p r o p e r t y o f b e l i e f f u n c t i o n s t r a n s l a t e s i nt o t h e n o n -a d d i t i v e p r o p e r t y o f l o w e r p r o b a b i l i t y m e a s u r e s w h e n t h e a g e n t ' s b e l i e f s a r e r e p r e s e n t e d b y i n t e r v a l s o f probability.
W h a t i s g a i n e d o v e r t h e B a y e s i a n p o s i t i o n i s t h e u s e o f sets o f p r o b a b i l i t y f u n c t i o n s t o r e p r e s e n t a b el i e f s t a t e . ~h u s , i g n o r a n c e i s p r o p e r l y r e p r e s e n t e d b y t h e [ 0 , 1 1 i n t e r v a l , w h o s e l o w e r b o u n d i s 3 . U n f o r t u n a t e l y , P r o f e s s o r S h a f e r d o e s n o t s u b s c r i b e t o t h i s r e a d i n g o f h i s p o s i t i o n , a n d I am a t a l o s s t o f u l l y u n d e r s t a n d why.
H o w e v e r , t h e c h a l l e n g e I w a n t t o r a i s e ag a i n s t S h a f e r ' s p r o g r a m i n n o way d e p e n d s u p o n t h i s i n t e r - A s I u n d e r s t a n d h i s a n a l y s i s , we c a p t u r e t h e b e a s t a t t h e e x p e n s e o f l o s i n g s i m p l e d i r e c t i n f e r e n c e ; t h a t i s , we m u s t f o r f e i t P r o f e s s o r I a n H a c k i n g ' s F r e q u e n c y p r i n~i p l e .
Ño d o u b t , t h e n , P r o f e s s o r S h a f e r s h o w s w i s d o m when h e w i t h d r a w s f r o m D e m p s t e r ' s s a f a r i i n s e a r c h o f t h e e l u s i v e F i s h e r .
A l s o , we s e e f r o m L e v i ' s p r e s e n t a t i o n t h a t e v e n t o a c c o m m o d a t e d i r e c t i n f e r e n c e a b o u t a " p i v o t a l " v a r i a b l e , S h a f e r ' s p r o g r a m w o u l d n e e d a l t e r a t i o n s t o h a n d l e u n u s u a l f r a m e s o f d i s c e r n m e n t , i . e . , u n u s u a l p a r t i t i o n s t h a t i n c l u d e t h e d a t a -t o -b e -a c q u i r e d i n t h e f r a m e .
T h u s , t h e t a r g e t o f my c r i t i c i s m i s t h e m o r e m u n d a n e v a r i e t y o f s t a t i s t i c a l p r o b l e m d i s c u s s e d by S h a f e r i n h i s b o o k ( [ T I
, c h a p t e r l l ) , s i m p l e i n v e r s e i n f e r e n c e . 
F o l l o w i n g h i s a c c o u n t , l e t u s g r a n t o u r s e l v e s t h e l i b e r t y o f c h a n c e s , o r a l e a t o r y p r o b a b i l i t y ( a s S h a f e r c a l l s i t ) . T h a t i s , i n a d d i t i o n t o t h e e p i s t e m i c m e a s u r e o f s u p p o r t , b e l i e f f u n c t i o n s , t h e r e i s a l s o a l e a t o r y p r o b a b i l i t y . I n c h a p t e r 11 o f 5 M a t h e m a t i c a l T h e o r y o f E v i d e n c e , S h a f e r f i x e s t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n t h e t w o c o n c e p t s i n a " c o n v e nt i o n f o r a s s e s s i n g s t a t i s t i c a l e v i d e n c e " ( [ 7 ] , p . 2 3 8 ) . L e t me p a r a p h r a s e h i s r u l e . S u p p o s e we a r e f a c e d w i t h a s i m p l e i n v e r s e s t a t i s t i c a l p r o b l e m , we h a v e f l i p p e d t h e b e n t c o i n o n c e a n d n o t e d t h e o u t c o m e . T h e s t a t i s t i c a l h y p o t h e s e s , b i n o m i a l h y p o t h e s e s t h a t t h e c o i n i s b i a s e d w i t h a n a l e a t o r y p r o b a b i l i t y 6 , 0 5 0 ( 1 , f o r m t h e f r a m e o f d i s c e r n m e n t , i . e . , t h e u l t i m a t e p a r t i t i o n o f i n t e r e s t h e r e . T h e s t a t i s t ic a l e v i d e n c e i s t h e r e p o r t o f t h e o u t c o m e o f t h e t r i a l . T h e s u p p o r t f o r a ( c o m p o s i t e ) h y p o t h e s i s &, t h a t a s u b s e t A o f t h e s e b a s i c p o s s i b i l i t i e s i n c l u d e s t h e t r u
6 €A 6 w h e r e : ' x l s t a n d s f o r t h e s t a t i s t i c a l e v i d e n c e ; 'A' s t a n d s f o r t h e c o m p l e m e n t o f A ( i n t h e p a r a m e t e r s p a c e ) ; a n d ' p 6 ( x ) '
s t a n d s f o r t h e a l e a t o r y p r o b a b i l i t y ( c h a n c e ) o f x i f 6 i s t h e t r u e s t a t i s t i c a l b i a s . I n m o r e f a m i l i a r t e r m s , t h e s u pp o r t f o r t h e d i s j u n c t i o n :of s i m p l e s t a t i s t i c a l h y p o t h e s e s ( e a c h d i s j u n c t i s c a l l e d a " s i n g l e t o n " b y S h a f e r ) i s a f u n ct i o n o f t h e maximum l i k e l i h o o d of t h e c o m p l e m e n t o f A : o n e m i n u s t h e maximum l i k e l i h o o d o f A . H e n c e , t h e s u p p o r t f o r -A , g i v e n d a t a x , c a n n o t b e h i g h u n l e s s 5 i n c l u d e s a l l t h o s e s i n g l e t o n s o f h i g h ( r e l a t i v e ) l i k e l i h o o d .

When t h e d a t a a r e c o m p o u n d , a s when t h e e v i d e n c e c o n s i s t s o f s e v e r a l o b s e r v e d t r i a l s , t h e r e a r e t w o a v e n u e s o p e n f o r d e t e r m i n i n g s u p p o r t . T h e r e p e a t e d t r i a l s may b e t r e a t e d a s a s i n g l e c o m p o u n d t r i a l a n d t h e r u l e f o r s u p p o r t ( 1 ) may b e a p p l i e d o n c e ( w h e r e t h e e n t i r e e v i d e n c e d e t e r m i n e s t h e l i k el i h o o d f u n c t i o n ) .
A l t e r n a t i v e l y , e l e m e n t a r y s u p p o r t f u n ct i o n s may b e c a l c u l a t e d f r o m e a c h d a t u m s e p a r a t e l y a n d a n o v e r a l l s u p p o r t f u n c t i o n d e t e r m i n e d b y a p p l y i n g D e m p s t e r ' s c o m b i n a t i o n r u l e t o p u t t h e s i m p l e s u p p o r t f u n c t i o n s t og e t h e r . D e m p s t e r ' s r u l e i s the r u l e i n S h a f e r ' s t h e o r y f o r comb i n i n g d i s t i n c t b e l i e f f u n c t i o n s . As P r o f e s s o r S h a f e r n o t e s , t h e a l t e r n a t i v e r o u t e s f o r d e t e r m i n i n g a s u p p o r t f u n c t i o n ( u s i n g c o m p o u n d s t a t i s t i c a l e v i d e n c e ) d o n o t r e s u l t i n t h e s a m e b e l i e f f u n c t i o n ( 1 7 1 , c h a p t e r 11, 5 3 ) .
L e t me b o r r o w P r o f e s s o r S h a f e r ' s own i l l u st r a t i o n o f t h i s p o i n t .
S a y , f o r s i m p l i c i t y , we know t h a t t h e b e n t c o i n i s e i t h e r b i a s e d . 9 f o r l a n d i n g h e a d s ( a n d .1 f o r l a n d i n g t a i l s ) --c a l l t h i s h y p o t h e s i s 8 --o r i t i s b i a s e d
1
. 3 f o r l a n d i n g h e a d s ( a n d .7 f o r l a n d i n g t a i l s ) --c a l l t h i s h y p o t h e s i s B 2 .
S u p p o s e we f l i p t h e c o i n t w i c e a n d o b s e r v e a h e a d o n t h e f i r s t t o s s --x l --a n d a t a i l o n t h e s e c o n d --x 2 '
I f t h e d a t a a r e t r e a t e d a s a n o u t c o m e o f a c o m p o u n d t r i a l , f l i p t w i c e , t h e n t h e c o n v e n t i o n f o r d e t e r m i n i n g s u p p o r t y i e l d s t h e n u m b e r s : I f t h e d a t a a r e d e c o m p o s e d i n t o t h e t w o e l e m e n t a r y e v e n t s , x1 a n d x 2 , t h e c o n v e n t i o n (1) u s e d t w i c e t o g e n e r a t e t w o s l m p l e s u p p o r t f u n c t i o n s , S x a n d S a n d t h e n D e m p s t e r ' s X 2 ' , t h e r e s u l t i n g n u m b e r s a r e :
x , x 9 S h a f e r r e a c t s t o t h i s s i t u a t i o n w i t h t w o r e m a r k s . F i r s t , h e s u g g e s t s t h a t t h e s o l u t i o n w h i c h u s e s t h e c o m b i n a t i o n r u l e a p p l i e d t o t h e s i m p l e s u p p o r t f u n c t i o n s h a s t h e a d v a nt a g e o f b e i n g s e n s i t i v e t o t h e " c o n f l i c t among t h e o b s e r v at i o n s " ( 1 7 1 , p . 2 5 0 ) , w h i c h t h e s o l u t i o n b a s e d o n t h e comp o u n d t r i a l s u p p r e s s e s .
( T h i s " c o n f l i c t ' i s a s p e c i e s o f S h a f e r ' s n o t i o n o f " d i s s o n a n c e " . ) S e c o n d , h e p o i n t s O u t t h e e x i s t e n c e o f a n o t h e r m e a s u r e , c a l l e d p l a u s i b i l i t y , d ef i n e d a s : F o r i n s t a n c e , i n t h e f o r e g o i n g e x a m p l e t h e r e l a t i v e p l a u s i b i l i t y o f e l t o O 2 i s 3 : 7 f o r b o t h m e t h o d s .
I w i l l r e s p o n d t o e a c h o f t h e s e r e m a r k s w i t h t h e a s s i st a n c e o f s e v e r a l e x a m p l e s .
L e t me b e g i n w i t h a s t a t i s t i c a l p r o b l e m t h a t h a s a c h i e v e d s o m e n o t o r i e t y i n c u r r e n t l i t e ra t~r e .S u p p o s e we a r e f a c e d w i t h a n i n v e r s e s t a t i s t i c a l i n f e r e n c e i n v o l v i n g o n e p a r a m e t e r , t h e c o r r e l a t i o n p , i n a b i v a r i a t e n o r m a l d i s t r i b u t i o n w i t h known m e a n s a n d v a r i a n c e s . F o r s i m p l i c i t y , we may t h i n k o f t h e p r o b l e m a s o n e c o n c e r n i n g t h e c o r r e l a t i o n b e t w e e n t h e e r r o r s ( x , , y i ) , w h e r e x , i s t h e e r r o r i n t h e i -t h r e a d i n g w i t h u n b i a s e d i n s t r u m e n t X ( w h o s e e r r o r s a r e d i s t r i b u t e d n o r m a . 1 1~ w i t h u n i t v a r i a n c e ) a n d s i mi l a r l y y i i s t h e e r r o r i n t h e i -t h r e a d i n g w i t h u n b i a s e d i n s t r u m e n t Y ( w h o s e e r r o r s a r e a l s o d i s t r i b u t e d n o r m a l l y w i t h u n i t v a r i a n c e ) . x -
x Y = 1 , a n d u n k n o w n c o r r e l a t i o n p .
M o r e o v e r , s e p a r a t e p a i r s a r e s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t .
S u p p o s e t h e c o m p o u n d d a t a a r e n p a i r s : ( x l , y l ) , ..., ( x , , y , ) .
We p l e a d i g n o r a n c e a b o u t p , a t f i r s t , s o o u r i n i t i a l s u p p o r t f u n c t i o n i s t h e v a c u o u s o n e t h a t a s s i g n s 0 t o a n y n o n -t a u t o lo g o u s h y p o t h e s i s . C o n s i d e r , n e x t , t h e p a r t i t i o n o f t h e d a t a i n t o t w o d i s t i n c t p a r t s : x = ( x l , . . . , X ) a n d y = ( y l , . .., y ) . S i n c e x h a s a d i s t r i b u t i o n t h a t i s f r e e o f t h e u n k n o w n c o rr e l a t i o n , we c a n q u i c k l y i d e n t i f y t h e s u p p o r t f u n c t i o n S x ( p ) .
I n f a c t , i t i s t h e v a c u o u s s u p p p o r t f u n c t i o n .
T h a t i s , l e a r ni n g x t e l l s u s n o t h i n g a b o u t p .
W i t h p e r f e c t s y m m e t r y , y h a s a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n f r e e o f t h e u n k n o w n c o r r e l a t i o n , s o t h e s u p p o r t f u n c t i o n S ( p ) i s , a g a i n , v a c u o u s w i t h r e s p e c t Y t o t n e p a r a m e t e r o f c o n c e r n , p. T h a t i s , l e a r n i n g y t e l l s u s n o t h i n g a b o u t t h e c o r r e l a t i o n .
T h e t w o s u p p o r t f u n c t i o n s , S x ( p ) a n d S y ( p ) , a r e b a s e d o n s e p a r a t e d a t a ( t h a t c o l l e c t i v e l y e x h a u s t a l l t h e d a t a ) .
A p p l y i n g D e m p s t e r ' s c o m b i n a t i o n r u l e y i e l d s [ S x @ S y ] p , w h i c h i s t h e v a c u o u s s u p p o r t f u n c t i o n ( s e e f o o t n o t e 3 ) .
We b e g i n i n i g n o r a n c e a n d , a f t e r u s i n g t h i s m e t h o d t o e v a l u a t e t h e new e v i d e n c e a v a i l a b l e , we r e m a i n i n i g n o r a n c e .
[ N o t e t h a t f u r t h e r s S h a f e r , G. A M a t h e m a t i c a l T h e o r v o f E v i d e n c e , P r i n c e t o n : P r i n c e t o n U n i v e r s i t y P r e s s , 1976.
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